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Resumen

Con un breve repaso de la derivacion, en este articulo se resuelven algunos problemas
presentes en la mecanica clasica (o newtoniana), mediante el empleo de la variable
compleja, que, como se sabe, es susceptible de ser aplicable en diferentes areas del
conocimiento. Simplemente es otro método que pudiese ser, a primera vista, mas
complicado respecto que los empleados en aquella disciplina, sin embargo, como se podra
observar, la elegancia con que lleva cabo la solucién permite entender de otra forma el
fendbmeno en cuestion; se requiere del conocimiento de reglas de derivacion y un poco de
geometria, con ello, se pretende inculcar la investigacion en otros problemas que son
susceptibles de resolver con este método, incluso de otras areas del conocimiento.

Palabras clave: vectores complejos, cinematica compleja, variables complejas y mecanismos, aplicaciones
de variables complejas en mecéanica, geometria y variable compleja.

Abstract

With a brief review of the derivation, this article solves some problems present in classical
(or Newtonian) mechanics, by using the complex variable, which, as is known, is
susceptible to being applicable in different areas of knowledge. It is simply another method
that could be, at first glance, more complicated than those used in that discipline, however,
as can be seen, the elegance with which it carries out the solution allows us to understand
the phenomenon in question in another way; it requires knowledge of derivation rules and
a little geometry, with this, it is intended to instill research into other problems that are
susceptible to being solved with this method, even in other areas of knowledge.

Index terms: complex vectors, complex kinematics, complex variables and mechanisms, applications of
complex variables in mechanics, geometry and complex variables.
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|. INTRODUCCION

En el presente trabajo se emplea un &rea de la matemaética, la variable compleja, qué, como se sabe, tiene multiples y
variadas aplicaciones en diferentes areas de la ingenieria, de manera particular en este escrito se versa sobre su empleo
en ingenieria mecanica especificamente en lo que corresponde a los mecanismos y, a su vez, la aplicacion de ésta en
mecanica de fluidos. El estudio de los mecanismos es importante debido al avance en el disefio de equipos
automatizados, en especifico, lo que corresponde a la parte cinematica de dichos equipos. Regularmente se emplea el
método del poligono, (también llamado de velocidades relativas o bien conocido como método de la imagen), en caso
de que el disefio requiera del calculo de fuerzas, que no es tema de este articulo, seria a través de la dindmica de
maquinaria.

Ademas, es importante sefialar como aplicacion de estos métodos de céalculo cinematico, por ejemplo, en el
desplazamiento de un fluido en alabes de bombas o turbinas, donde la determinacién de velocidades y aceleraciones
que adquiere el fluido al ser desplazado por aquellos es mediante el calculo de velocidades y aceleraciones relativas,
y la geometria que subyace. Ahora, como se podra observar mas adelante, la determinacion de los parametros referidos
difiere del método de la imagen, pues con variable compleja, y es de suyo, se realiza el analisis del movimiento
mediante vectores complejos.

No se debe olvida sefialar que el manejo de paquetes de computo como Solid Works, Adam’s, Sam entre otros, tienen
la particularidad realizar el calculo de mecanismos y simulaciones del flujo de fluidos por métodos numéricos que

3 simplifican y reducen tanto tiempo como operaciones y diagramas, sin embargo, no es de dominio generalizado la
programacion de esta paqueteria

Lo que exactamente se esta diciendo es que, en lugar de emplear métodos graficos, de calculo y simulacion, se empleara
la variable compleja como una herramienta analitica considerando vectores complejos distinguiéndolos de puntos en
el plano complejo, (los vectores son elementos de un espacio vectorial, en tanto que al hablar de un niimero complejo
no se estd en un espacio vectorial sino en un campo (C)). Lo anterior permite evitar trazos susceptibles de error al
emplear escalas o incluso de dibujos inapropiados que pudiesen confundir, en lugar de ello el calculo de derivadas
simplifica y, reduce el margen de error.

Por dltimo, no se soslaya la necesidad de tener conocimiento del calculo diferencial de variables complejas, pero el
resultado con el empleo de esta area de la matematica conduce a la solucion de problemas mediante un andlisis mas
profundo del sistema en estudio.

Il. APLICACIONES DE VARIABLE COMPLEJA [4] [6]

Como se sabe, todo niUmero complejo z se puede representar en diferentes formas, a saber, rectangular, polar y
exponencial. De manera particular empleando la forma exponencial. Considere a z = re'®. Siz = z(t),r = r(t),0 =
0(t) son funciones del tiempo (t), entonces, se pueden obtener la expresion para la velocidad:

dz d ) dr .
=—=—(re??)=—el 4 riet
)=

_az_ 1
VS dr @)

ri

040 _[4r | d_g] i0
dt — ldt darl €
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analogamente para la aceleracién se llega a:

_[a?r do de dr d*o| .
a= [ﬁ_r(dt) +ZLEE+WF]9 2
donde
La aceleracion radial esta dada por: %—r(j‘:) la aceleracion tangencial es sz—eg +irsl t2’ aqui r— es la

2
d
aceleracién angular, y la aceleracion normal (centripeta) tiene la expresion —r (d ) En el caso de que el movimiento
tenga lugar en un sistema que tiene una rotacién con velocidad angular respecto a un plano de referencia inercial. Se
puede considerar el efecto (aceleracidn de) Coriolis cuya expresién estaria dada por 21 Zrel

La magnitud de la velocidad esta dada por:

NERE

Recuérdese que [e®] = 1

Ademas, se sabe que en analisis vectorial una expresion equivalente para z = re'® considerando los vectores

unitarios ortogonales &,, &), asociados a los ejes cartesianos tienen la expresion:

z=rcosfe,+rsinde, (4)

Derivando respecto al tiempo la ecuacion anterior, se obtienen la velocidad (z) y aceleracion (), cuyas expresiones
equivalentes son mas complicadas, (se omiten).

[1l.  VECTORES COMPLEJOS EN CINEMATICA [2] [3] [4]

Considérese el siguiente caso: una seccion de la envolvente de un circulo de radio a, (es otro circulo, véase Fig. 1) se
traza por una cuerda que ha sido tensada (sobre el circulo), y después de desenrolla del mismo (véase Fig. 2).

Por demostrar que la ecuacién de la envolvente es:

z=ae?(1-i0),0 €R ®)
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Fig. 1. Circulo base.

En efecto, antes de desenrollar la cuerda, se encuentra sobre la superficie del circulo con centro O, y cuyo extremo
coincide con el punto denotado por A (punto A pertenece al circulo, véase Fig. 1). Debe observarse que la cuerda se
localiza sobre el arco AB del circulo, el punto extremo de la cuerda, denominado ahora P (punto P), estaré a una
distancia BP = AB = a8, desde el punto B de tangencia.

El radio vector de posicién del punto P esta dado por:

z=0P = 0B + BP (6)

se puede observar que OB = ae'®. Para determinar BP, se debe notar que tiene magnitud a® y es perpendicular a OB,
pero ie®, estd a 90° de OB, luego BP tiene direccion —iei®. Esto es:

BP = af(—iet®) )

Sustituyendo en z = OP = OB + BP, se obtiene que
z=ae® + af(—ie?) = ae®(1-i6) (8)
que corresponde a la ecuacion de la envolvente.

Esta ecuacidn proporciona la ubicacién del punto P para cualquier angulo . Las partes real e imaginaria de z son
precisamente:

x = a(cosB +6sinh)
©)
y = a(sinf — 6 cosH)

que corresponden a las ecuaciones paramétricas de la envolvente. En el siguiente caso se hace uso de lo expuesto en
el ejemplo anterior. En mecanica, particularmente en lo que se refiere a los mecanismos que ahi se emplean.
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IV. APLICACIONES DE LOS VECTORES COMPLEJOS EN CINEMATICA [1] [2] [7]
A. Ejemplo [7]

En cinematica, la potencia de un nimero complejo se emplea para demostrar el teorema de Chebyshev-Raberts, donde
se establece que un mecanismo de cuatro (4) eslabones, tres de las cuales son méviles y uno fijo, estan articuladas en
cuatro puntos, trazaran curvas de acople idénticas, (véase Fig. 2).

6 Fig. 2. Mecanismo de 4 eslabones.

En laFig. 3, se muestran tres eslabones articulados en los puntos ABCD, con un punto P rigidamente unido al eslabdn
acoplador PDC (eslabon ternario triangular)

Fig. 3. Puntos definidos en el mecanismo.

La trayectoria generada por el punto acoplador es conocida como curva de acople. Se debe demostrar que existen dos
barras de los tres tramos articulados en 4 puntos (AEGM y BFHM), que trazan la misma curva de acople (véase Fig. 4).
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Fig. 4. Configuraciones futuras del mecanismo.

7 Para encontrar los conocidos como mecanismos analogos, se suman los eslabones PE y EA a los eslabones dados,
tales que ADPE formen un paralelogramo. Después sumar los eslabones PF y FB tal que PFBC sea un paralelogramo.
Luego, los triangulos EPG y PFH que son semejantes al triangulo dado DCP, estan fijos a los eslabones EP y PF,
respectivamente (obsérvese el orden en los angulos a, 8,y en cada triangulo). Finalmente los eslabones GM y HM se
suman para completar el paralelogramo GPHM.

Intuitivamente, se puede observar que el Unico grado de libertad del sistema no se altera por la formacion de los tres
paralelogramos. En consecuencia, se espera que cuando el punto P describe la curva de acople determinada por el
mecanismo ABCD, el punto M no traza alguna curva bien definida. No obstante, como se demostrara, el punto M
permanece inalterado, luego, el sistema AEGM constituye un mecanismo de 3 barras con 4 articulaciones, y el sistema
BFHM, también forma un mecanismo de 3 barras y 4 articulaciones. El punto P puede verse como el punto de
acoplamiento ya sea de uno u otro mecanismo (el original ABCD).

Para demostrar que el punto M permanece estacionario, se debe mostrar que el vector complejo:

zy = AE + EG + GM, (10)

no se altera cuando P varia de posicion, véase Fig. 5.
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Fig. 5. Formacion de paralelogramos.

Considérese la siguiente notacion:

AE = a,e'® ; DC = a,e®? ; CB = ase'%s, 11)

donde los angulos 6,,8, y 83 se pueden ver en la Fig. 6.

Fig. 6. Ubicacion de los angulos.

Por semejanza de los tridngulos EPG, PFH, DPC se tienen las siguientes relaciones:

__DP _EG _ PH
" pc EP  PF’

I 12)
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(13)

PH = uPF = pa,

EG = uEP = ua, ;

Donde u es una constante de proporcionalidad. Estas relaciones se pueden expresar de como

DP = uDC = pa, ;
Se sigue que los vectores complejos buscados estan dados por las expresiones:
AE =DP = pa,e'®*® | EG = pa,e’®1+® | GM = PH = pae'®:+® (14)

donde los angulos de cada vector con respecto al eje real han sido usados como argumento de los correspondientes

nameros complejos (véase Fig. 7).
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Fig. 7. Diferentes posiciones del sistema.

Después de sustituir estas relaciones en la expresion para z,, se encuentra que:
zy = pe'*(a,e®z + a,e'% + aze'®s) (15)

(16)

AD + CB = 4B

No obstante, la cantidad que aparece en este paréntesis es la suma vectorial de:
+ AD +

Sl

con AB una constante vectorial, cuya representacion compleja es un ndmero real f, y se puede ver que:
a7

zy = ufe'® = cte.

Luego el punto M permanece estacionario, que precisamente es lo que se queria demostrar (véase Fig. 8).
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Fig. 8. Construccion del sistema.

En la Fig. 9 se muestra la curva, (como region), que permanece invariable ante los cambios referidos.

10

Fig. 9. Movimiento del sistema y constancia de la curva.

Empleando el método de centros instantaneos de rotacion (CIR) para demostrar que el punto P se mantiene en la
trayectoria descrita por el mismo en la posicion original (véase Fig. 1).

Los radios de los eslabones respecto al CIR varian (véase Fig. 2 y Fig. 3), por ende, las velocidades y aceleraciones de
los puntos. Se debe de considerar que el mecanismo de 4 barras en su configuracién original cumple con la Ley de
Grashof, sin embargo, en los cognados ya no cumple con dicha ley, donde se demuestra que los radios de los eslabones
cambian, por lo tanto, el comportamiento del mecanismo, sin perder de vista que el punto P se mantiene en la
trayectoria original.
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B. Ejemplo [2] [8]

Al inicio se definieron el desplazamiento, velocidad y aceleracion complejos, ahora, se introducen los vectores
unitarios de un punto en las direcciones radial y tangencial, y se indican en la Fig. 10:

u=e® | ju=ie' (18)
Y
A
"
rie'” #u = e’
o
A
=
A\
\%
iU =ie® g k3 X

Fig. 10. Vectores unitarios.
Se puede ver que la expresion para v (ecuacion (1)), se expresa en forma polar como:
v=ru+rf(u) 19

Anélogamente, la aceleracion se expresa mediante (recuérdese la ecuacion (2)):

_(d*r (d9>2 o, [ ,d00r, 40\ 20
=\aee "\ e dede | dez S (20)
u —— w
ar ag

Esta ultima muestra dos componentes que constituyen la aceleracion radial a, y la transversal a, en coordenadas
polares.

En este contexto se puede resolver el siguiente problema, donde se emplea lo anterior.

C. Ejemplo [2]

Considérese cierto deposito que descarga agua con rapidez constante V, relativa a los alabes (aspas) de una bomba
centrifuga. Un alabe es un arco circular de radio a y centro €, localizado a una distancia a desde el eje O. los alabes
estan unidos rigidamente al impulsor (rueda centrifugadora) que gira con una velocidad angular constante w.
Determinar la velocidad absoluta y aceleracion de una particula en un punto P, localizado por los &ngulos 6 y @, como
se indica en la Fig. 12.
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Nota: en este ejemplo se hace un pequefio cambio en la notacidn con el fin de evitar confusién en la misma. Se emplea
la letra A, para expresar la aceleracion en lugar de la acostumbrada a, que en este ejemplo, como se establecid lineas
arriba, representa el radio de un alabe (arco circular).

Alabes
tipicos

12 Fig. 11. Impulsor y alabes.

El vector de posicion de la particula P esta dado por:

Z=0C + CP = ge'? — qe(®+9), (21)
la velocidad es por tanto:
do . do doy .
Vez=ailleio_ <_ _> i(p+6) 22
4 aldte at dt+dte (22)

S le: .z d de - .z
De esta Ultima ecuacion observe ver que, w = d—'f ya—= Vr, se puede ver que los vectores velocidad y aceleracion
se expresan:

V =ifawe’ — (aw + Vg)el@+9)] (23)

Nota: en este ejemplo, se hace un pequefio cambio en la notacidn con el fin de evitar confusion en la misma. Se emplea
la letra A, para expresar la aceleracion en lugar de la acostumbrada a, que en este caso como se establecid en el
enunciado, representa el radio de un alabe (arco circular).

Dada la expresion de la velocidad compleja v, el célculo de la aceleracion hidrodinamica simplemente es aplicar la
derivada temporal a V(t) = Vet y considerar para la fase temporal de un vector complejo (fasor). Ahora, como:

ww o .
at _at(Ve )

Porloque A = —iwV
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Sustituyendo la expresion de la velocidad compleja,
A=—iw [i[awei"’ — (aw + VR)ei(“’+9)]]
pesarrollando y simplificando, se llega a la expresién para la aceleracion:

A= Z—l: = aw?e' — w(aw + Vy)e'#*o (24)

se debe mencionar que a lo largo del desarrollo de este ejemplo se han hecho los cambios en las expresiones para la
aceleracidn en todas las ecuaciones donde esté involucrado dicho parametro.

Si se desea encontrar las componentes de la aceleracion a lo largo de varias direcciones, por ejemplo, las componentes
(A;,A,,), a través de los ejes &,m que giran con el impulsor. Se pueden calcular, considerando e = Veyu, = el
son los vectores unitarios paralelos a los ejes & y i respectivamente, por lo que es posible utilizar la formula de Euler:

e = cosH + isend (25)

Por tanto la aceleracion adquiere la expresion

A= Agug + Ayu, = Ae'? + Anie'® (26)
donde
V 2
A = —aw® +a (a) + ;R) cos 0 27)
Ve\?
Ay, =a (a) + z) sen @ (28)

Si lo que se desea fuesen las componentes de la aceleracion (Ax,Ay) se encuentran las partes real e imaginaria de A4,
posterior a sustituir cos¢ + iseng por e en la expresion, A = Agu; + A,u,, para obtener:

A, =Re(A) = Agcosp —Aysen ¢ (29)
Ay, =1Im(A) = Agsen ¢ + A, cos ¢ (30)

Bien, analizando el siguiente problema: los vortices (o remolinos) producen fuerzas. La fuerza neta que pudiese actuar
sobre una particula de masa m se expresa como un vector complejo:

F=F +iF,=F(z2) (31)
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como se observa, es una funcién de la posicion z y de la velocidad z’, asi mismo, la aceleracién tiene la forma:

F(z,z") =mz" (32)

esta Ultima es una ecuacion diferencial ordinaria en la variable compleja z. Considérese la siguiente situacion:
Supdéngase que una particula de masa m esta sujeta a una fuerza de magnitud KmV, donde K es constante y V es la
velocidad de la particula, dirigida 90° en sentido antihorario del vector velocidad. Se requiere determinar la trayectoria
de la particula, si esta parte desde el origen con velocidad inicial w, dirigida a lo largo del eje x.

Solucion: La fuerza dada es F = Kmiz', con ello, se tiene:

1
z"=—F(z,z") = iKZ (33)
m
Integrando:
z'—7'g =iK(z — zy) (34)
Si las condiciones iniciales son:
Z®O =z =u y z2(00=2,=0 (39)
Luego
dz iu
E=z’=u+iKz=iK<z—E> (36)
Que resulta en una ecuacion diferencial del tipo variables separables, y puede expresarse como:
d(z-%)
———= = iKdt 37)
Tz
Integrando esta ecuacion:
iu .
—— = Celkt 38
z——=Ce (38)
F(z,z") =mz" (39)

La constante C se obtiene sabiendo que z(0) = 0; luego

z—%:—%eim (40)

esta Ultima ecuacién indica que la particula describe un circulo de radio u/K’ en sentido antihorario alrededor de un
centro localizado en u/K como se muestra en la Fig. 12.
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Fig. 12. Trayectoria circular de la particula.
Luego, las coordenadas de la curva estan dadas por:

u u
x=Re(z)=EsenKt ; y=1m(z)=E(1—cosKt) (41)

D. Ejemplo préctico [2] [8]

Los resultados anteriores explican la razon de los movimientos en remolino (véase Fig. 13), para una particula de fluido
15 que rodea un eje. El andlisis hidrodinamico de, por ejemplo, lubricantes, muestra que cuando un eje se mueve, una

particula de fluido que lo rodea, el fluido ejerce una componente de fuerza que actta perpendicularmente a la direccion

de movimiento. La ecuacién z — % = %e"’“, indica que el eje sufrira un movimiento circular de orbitacion. Esto

significa que una perturbacidn instantanea como un golpe al eje, sacara de su posicion de equilibrio y tendera a producir
un remolino indeseable en el centro del eje, a menos que suficiente cantidad de fluido presente sirva para controlar la
amplitud de los remolinos. Los remolinos producen fuerzas (normales a la velocidad). Estos aparecen en muchos
mecanismos.

Impulsor

rayecloria de particulas

Entrada

Fig. 13. Movimiento de una particula en un vértice.
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V. DiscusION

Como puede observarse en cada uno de los ejemplos tratados, aunque las expresiones resultantes se pudiesen
considerar complicadas, demuestran una manera distinta de ser expresadas. En los métodos de solucion tradicionales
se llega a expresiones equivalentes, posiblemente de manera mas engorrosa, aqui simplemente se resolvieron con otro
método.

Lo anterior demuestra las distintas maneras de poder resolver problemas con métodos que se pudiesen consideran
como inapropiados. Con ello, la variable compleja como parte de la matematica que pudiese ser pensada como una
area abstracta y ajena a esta parte de la mecénica, los mecanismos, y por supuesto la aplicacion de estos en maquinas.
No se soslaya referir que asi como esta rama de la matematica se le ha puesto en relacién con los mecanismos, otras
ramas de la matematica, por abstractas y ajenas que se consideren, aunque asi parece ser, no es dificil aplicarlas en
areas hasta cierto punto disimiles.

Los ejemplos aqui expuestos son solo muestras de la multiplicidad de aplicaciones de esta area de la matemética, se
tiene claro que, a primera vista, para algunos, el no poseer este tipo de informacion puede parecer arida y abstracta,
cierto, pero que sirva este breve escrito como un intento por involucrar e invitar a cultivar la variable compleja como
una herramienta poderosa en la solucién de problemas con un método distinto a los que se tiene por costumbre.

V1. CONCLUSIONES
16

La variable compleja, como herramienta para la solucion de problemas en ingenieria, facilita el trabajo mediante la
reduccion de expresiones y calculos, aunque se debe contar con un bagaje apropiado conocimientos en matematicas.

Por lo que se refiere a nimeros complejos y funciones de variable compleja, es conveniente su empleo en la integracion
de funciones y en la solucién de ecuaciones diferenciales y en aquellos casos en los que se debe de mover en el dominio
de los nimeros complejos. La notacion empleada es conveniente en la formulacion matematica de muchos problemas
fisicos como los expuestos, que sin duda se pueden aplicar en transferencia de calor, hidrodindmica, electricidad,
electronica, etc.; es decir, las aplicaciones de la variable compleja son de una amplia gama de posibilidades.
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